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Streszczenie. Polem zastosowań prezentowanych wyników są problemy bioelektromagnetyzmu. Matematyczny opis prądów wirowych, 
przy wolnozmiennych wymuszeniach elektromagnetycznych pochodzących od płynącego w cewce prądu elektrycznego, został sformułowany w oparciu 
o skalarny potencjał elektryczny. W artykule przedstawiono oddziaływanie zadawania zerowego warunku brzegowego Dirichleta na jakość i szybkość 
otrzymywania wyników. Szereg testów numerycznych wykazał, iż nie zawsze jest on wskazany. 
Słowa kluczowe: Warunki brzegowe, skalarny potencjał elektryczny, prądy wirowe, MES 
IMPACT OF DIRICHLET BOUNDARY CONDITION ON CALCULATION RATE 
AND STABILITY DURING EDDY CURRENT MODELLING 
USING ELECTRIC SCALAR POTENTIAL 
Abstract. Field of presented results are bioelectromagnetic problems. Mathematical description of eddy-currents excited by external, low time-varying 
magnetic fields coming from the current flowing in the coil, was formulated on the basis of the electric scalar potential. This article shows effect of applies 
Dirichlet boundary condition to calculation rate and stability. Lots of numerical tests show that it is not always advisable. 
Keywords: Boundary condition, electric scalar potential, eddy current, FEM 
Wstęp 
Modelowanie prądów wirowych w organizmach żywych 
wiąże się z wieloma trudnościami [5]. Największym wyzwaniem 
jest odwzorowanie struktury wewnętrznej, co powoduje, że 
dyskretyzacja modelu musi być wyjątkowo gęsta [2, 7]. 
Wykorzystanie pary potencjałów ϕ  i A

 [6] (gdzie: 
ϕ  - elektryczny potencjał skalarny [V] i A

 - magnetyczny 
potencjał wektorowy [Wb/m]) pozwala ograniczyć model do 
obszaru ciała ludzkiego. Symulacje komputerowe zostały 
przeprowadzone przy pomocy Metody Elementów Skończonych 
(MES). Głównym celem niniejszego artykułu jest przedstawienie 
wpływu warunku brzegowego Dirichleta na efektywność 
otrzymywania rozwiązania. 
1. Matematyczny opis prądów wirowych 
Bezpośrednia implementacja numeryczna równań Maxwella 
wiąże się z trudnościami i zwiększeniem czasu niezbędnego do 
otrzymania wyników symulacji komputerowej. Dla problemów 
bioelektromagnetyzmu uwzględnianie wszystkich zjawisk z 
dziedziny elektromagnetyzmu nie jest konieczne. Równanie 
różniczkowe cząstkowe, opisujące rozkład prądów wirowych w 
środowiskach słaboprzewodzących zostało wyprowadzone z 
prawa Faradaya z wykorzystaniem tożsamości różniczkowej, 
przyjmując postać: 


















γγϕγ . (1) 
Pierwszy składnik prawej strony równania (1) może być 
interpretowany jako pseudoźródło pola na granicach 
niejednorodności materiałowej. Wyznaczenie γ∇ , którego 
wartość zmierza do nieskończoności zostało szczegółowo opisane 
w pracy [4]. Drugi składnik prawej strony równania (1) 
teoretycznie powinien być równy 0, ale w przypadku 
numerycznego obliczania rozkładu wektora A

 uwzględnia błędy 
numeryczne wyznaczania rozkładu wartości A

, objawiające się 
niezerową wartością wyrażenia A

⋅∇  w elemencie skończonym. 








γϕγγ . (2) 
Zewnętrzne, zmienne w czasie pole magnetyczne jest źródłem 
prądów wirowych. W obszarze jednorodnym magnetycznie 
( const.0 == µµ ), rozkład pola magnetycznego pochodzącego od 
cewki możemy określić używając półanalitycznego całkowania 



















Ponieważ prąd elektryczny nie przepływa przez zewnętrzną 
powierzchnię badanego obszaru ( 0=⋅ nJ

), możliwe jest 
określenie na niej fizycznie uzasadnionego warunku brzegowego 










∂ γϕγ , (4) 
gdzie n

 wektor prostopadły do powierzchni zewnętrznej obszaru 
przewodzącego. 
Niejednoznaczność definicji potencjałów ϕ , A

 można 
usunąć przez zastosowanie kalibracji A

 i określenie potencjału 
odniesienia w postaci warunku brzegowego Dirichleta. Ten 
warunek zmniejsza zbiór dopuszczalnych rozwiązań i powinien 
mieć wpływ na czas niezbędny do rozwiązania układu równań 
liniowych. 
2. Zadania testowe 
Przedstawiony model numeryczny został zaimplementowany 
w języku programowania C++ z wykorzystaniem bibliotek 
wspomagających rozwiązywanie równań różniczkowych 
cząstkowych Diffpack [3]. Umożliwia również zadanie zerowego 
warunku brzegowego Dirichleta. Jego uwzględnienie nie jest 
konieczne do osiągnięcia stabilności otrzymania poprawnego 
rozwiązania układu równań liniowych. 
Do zagadnień testowych wykorzystano rzeczywiste, 
niejednorodne pole A

, pochodzące od cewki. 
Teoretycznie pominięcie drugiego składnika prawej strony 
równania (1) nie powinno nieść ze sobą żadnych konsekwencji, 
gdyż wykorzystane potencjały (ϕ  i A

) nie mogą mieć wpływu 
na wartość pola, a służą jedynie efektywniejszemu otrzymywaniu 
poszukiwanych rzeczywistych wartości fizycznych. Natomiast 
badania wykazały, że już na poziomie pojedynczego elementu nie 
















γ . (5) 
Wyniki badań przeprowadzono zarówno na prostych bryłach 
geometrycznych jak i skomplikowanych modelach ciała człowieka 
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(patrz rys. 1). Liczby iteracji niezbędnych do otrzymania wyników 
symulacji z zadaną dokładnością przedstawia (tabela 1). 
 
Rys. 1. Rozkład amplitudy modułu wektora gęstości prądów wirowych  
w modelu szyi 
Tabela 1. Porównanie liczby iteracji niezbędnych do otrzymania wyników z zadaną 
dokładnością z i bez uwzględnienia zerowego warunku brzegowego Dirichleta 
otrzymanych metodą BiCGStab (ang. BiConjugate Gradient Stabilized method) [3] 
 
 Bez zerowego warunku 
brzegowego Dirichleta 
Z zerowym warunkiem 
brzegowym Dirichleta 
Model kuli – 22 tys. elementów 
Liczba iteracji 57 77 
Model walca – 36 tys. elementów 
Liczba iteracji 80 88 
Model walca w wydrążonym walcu – 33 tys. elementów 
Liczba iteracji 62 80 
Model niejednorodnego walca – 35 tys. elementów 
Liczba iteracji 68 111 
Model kolana – 935 tys. elementów 
Liczba iteracji 431 767 
Model szyi – 635 tys. elementów 
Liczba iteracji 230 381 
3. Wnioski 
W przypadku zadania dobrze sformułowanego 
uwzględniającego błędy numerycznego wyznaczania A

⋅∇  w 
elemencie skończonym, uwzględnianie zerowego warunku 
brzegowego Dirichleta jest zbędne, ponieważ niepotrzebnie 
zwiększa czas konieczny do otrzymania rozwiązania układu 
równań liniowych.  
W rozpatrywanym zagadnieniu prądów wirowych wartość 
potencjału ϕ  w węźle nie niesie ze sobą informacji o fizyce 
zagadnienia; determinuje ją dopiero wartość gradientu potencjału,
ϕ∇ . Wprowadzenie zerowego warunku brzegowego Dirichleta 
skutkuje tym, iż poszukiwane rozwiązanie ϕ  musi zostać 
dopasowane [1] we wszystkich węzłach siatki do wartości 
odniesienia, co zwiększa czas rozwiązania układu równań. Mający 
sens fizyczny gradient ϕ∇  posiada tę samą wartość dla wielu 
funkcji ϕ , i dlatego dogodne rozwiązanie jest zwykle znajdowane 
szybciej przy braku dodatkowych ograniczeń. 
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